Osszetett rezgések

I. rész

Bevezetés

A kozépiskolaban altalaban nincs lehetdség a rezgémozgasok mélyebb targyaldsara, legtobbszor csak az egyszeri
harmonikus rezgés ismertetésére keriil sor. Ennek oka nem csak az id§ sztikében rejlik, hanem abban is, hogy a bonyo-
lultabb dsszetett rezgések szokasos targyalasa a kozépiskolai tananyagon jocskan tulnyald, linearis algebrai ismereteket
igényel (matrixok sajatértékproblémaja). A kornyezetiinkben tilnyomorészt ezekkel az Osszetett rezgésekkel talalko-
zunk: a pohar koccanasa, a tortazselé remegése, a kristalyokban a racsionok nyiizsgése mind-mind Osszetett rezgés,
amelyek nem érthet6k meg pusztan az egyszerd harmonikus rezgémozgésra vonatkozo6 ismeretekkel.

Ez a kétrészes cikk kisérletet tesz arra, hogy nehéz matematikai apparatus nélkiil, egyszeri példédkon keresztiil,
kozépiskolasok szdmaéara is értheté moédon targyalja az Osszetett rezgéseket és a témahoz kapcsol6édoé olyan érdekes
jelenségeket, mint a csatolt ingék rezgése vagy a lebegés.

Az egyszerid harmonikus rezgémozgas

Elevenitsiik fel el@szor a harmonikus rezgésre vonatkozo ismereteket a kovetkezsd egyszerii példan keresztiil!

1. példa. Figgdleges falbol vizszintesen eqy egyenes, hosszi, merev huzal dll ki. A huzalra m témegid gydngy van
felfizve. A gyongydt D direkcids erejii hizé-nyomd rugé kapesolja o falhoz (1. &bra). A kezdetben dllé gyongydt vo
kezdeti sebességgel elinditjuk. Irjuk le a mozgdst! (A gyéngy surléddsmentesen csiszhat a huzalon.)
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1. dbra

Megoldas. A gyongyre hato fiiggsleges iranyu erdk kiegyenlitik egymaést, vizszintesen pedig csak a rugoders hat,
igy a mechanika alapegyenlete az
ma(t) = —Dx(t)
alakot olti, ahol z(t) a gyongy egyensulyi helyzett6l mért (id6tol fiiggs) kitérése, a(t) a gyorsulasa, a negativ elGjel
pedig arra utal, hogy a gyorsulas mindig a kitéréssel ellentétes iranyi. Az egyszertiség kedvéért a fizikai mennyiségek
valtozasi gyorsasagat! jeloljiik a fizikai mennyiség folé irt ponttal, azaz legyen a gyongy sebessége v(t) = i(t), a
gyorsulasa pedig a(t) = &(¢)! A mozgasegyenletet atrendezve az

(1) i(t) = ~w?a(t)

alaku egyenletre jutunk, ahol bevezettiik az w = v/ D/m jelolést. Az (1) egyenlet egy masodrendi differencislegyenlet a
gyongy kitérésének x(t) idsfliggésére, melyet szerencsére nem kell tudnunk megoldani, hiszen a megoldasa a jol ismert

(2) z(t) = Asin(wt + ¢g)
format olti, a gyongy sebességét pedig a derivilassal (vagy a mechanikai energiamegmaradéasbol) kaphato
(3) z(t) = Aw cos(wt + o)

kifejezés adja meg, ahol w a rezgés fent bevezetett korfrekvenciaja, A a rezgés amplitudoja (legnagyobb kitérése), ¢
pedig a rezgés kezddfazisa. Utobbi kettd a kezdeti feltételektdl fiigg, vagyis a gyongy kezdeti kitérésébdl és sebességébdl
kiszamithato.

A konkrét példankban kezdetben a gyongy az egyensilyi helyzetben volt (x(0) = 0), ezért a oo kezd6fazis értéke
zérus. A kezdGsebesség nagysaga £(0) = Aw = vy volt, igy a mozgas amplitudojanak nagysaga A = vp/w. A feladatbeli
kezddfeltételek esetén tehat a gybngyszem mozgasat az

2(t) = %0 sin(wt)

Yid6 szerinti derivaltjat



Osszefiiggés irja le.

Két, rugdval Gsszekotott témegpont mozgasa

Az els6 példanal egy fokkal bonyolultabb a rugdval 6sszekotott két tomegpont mozgasa, amely jol ismert a fizika-
versenyekre jarok koérében. A probléma szokasos megoldasi médja a kovetkezd: A tomegkozéppont egyenletesen halado
mozgasat levalasztjuk Ggy, hogy beleiiliink a tdmegkdzépponttal egyiitt mozgd koordinatarendszerbe. Itt a rugénak
a rendszer tdmegkozéppontjaval egybees pontja all, ezért az egyes testek tigy mozognak, mintha a témegkoézéppont
altal kettéosztott rugd hozzajuk kozelebb es§ darabja mozgatni Gket. Ezzel a gondolattal meghatarozhaté a rezgés
korfrekvencidja. Itt azonban egy maésik, a bonyolultabb rendszerek esetén is jarhat6 utat valasztunk a megoldéashoz.

2. példa. Egy egyenes, hosszi, vizszintes, merev huzalra m és M témegi gyongydk vannak felfizve. A gyongyoket
D direkcids ereji hizo-nyomo rugd kapesolja dssze (2. dbra). A kezdetben dllé rendszert az m tomegi gyongynek adott
vo kezdeti sebességgel elinditjuk. Irjuk le a mozgdst! (A gyongydk sirléddsmentesen csuszhatnak a huzalon.)
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2. dbra

Megoldas. Jeloljiikk az m tomegd gyongy kezdeti helyzettsl mért elmozdulasat z,,,-mel, az M témegld gydngy
elmozdulasat pedig zas-mel!l Az egyes testekre vizszintesen csak a rugderd hat, igy a gydngyok mozgasegyenletei:

(4) MEy, = D (mlﬂ - mm);
M&f]w =-D (IL‘M —l‘m).

Ezek szembedtlGen nem az (1) egyenlethez hasonlo kifejezések, azaz a testek mozgasa nem egyszertien harmonikus
rezgémozgas. A tovabbi vizsgilodas kedvéért osszuk el az egyenletet a tomegekkel, majd adjuk hozzé az elsé egyenlethez
a masodik a-szorosat (ahol « valos szam)! Az eredmény:

D D

(5) T +Qpy = — <m — OzM) (xm — .I]w).

Vezessiik be az eredeti koordinaték linearis kombinaciojaként? képzett

Y(t) = zm(t) + azpr(t)
mennyiséget! A valtozasi gyorsasag képzési szabalyabol kivetkezik, hogy az y(t) mennyiség ,gyorsulésa” a gyongyok
gyorsulasaival hasonléan egyszertd kapcsolatban van:

(t) = Em () + adipr (t).

Az 4j y(t) valtozé bevezetésével észrevehetjiik, hogy az (5) egyenlet o = M/m vagy —1 esetén

j(t) = —wy(t)

alakara hozhaté, ahol
/D D
w=4/— —ar.
Tehat a két lehetséges linedrkombinacié és a hozzéjuk tartozo korfrekvencia:

yl(t) = l’m(t) -+ %l'zu(t), w1 = 0,
(6) m i
Y2 (t) = xm(t) — 2z (1), wa =1/ D

mM

2Az 1, T2, 3,. .. mennyiségek linearis kombinaciojan a Aix1 + A2x2 + A3z3 + ... alaka Osszeget értjiik, ahol A1, A2, As,...(most) valos
szamok



Az y1(t) linedrkombinécié egy zérus frekvencidju rezgés egyenletét elégiti ki, vagyis ¢1(t) = 0. Ez éppen az egyenletes
(tehat nulla gyorsulastl) morgés egyenlete, aminek megoldasa

y1(t) = y1(0) + Vt,

ahol y1(0)-t és V-t a kezdeti feltételek hatarozzak meg. Az yo(t) linedrkombinacio egy we korfrekvenciaju harmonikus
rezgdmozgas egyenletét elégiti ki, igy yo(t) és y2(t) idofiiggése a (2) és (3) Osszefiiggéseknek megfelelGen

ya(t) = Asin (wat + ¢o)

U2 (t) = Aws cos (wat + ¢p),

ahol az amplitidot és a kezdéfazist most is a kezdeti feltételek hatarozzak meg.

Vajon milyen kapcsolatban vannak az y;(t) és ya2(t) linedrkombinaciok az m és M témegd gyongyok mozgasaval?
Nincs mas dolgunk, mint y;(t) és y2(t) ismeretében megoldani a (6) egyenletrendszert ., (t)-re és x(t)-re. Igy a
gyongyok mozgasat leird egyenletek:

m

M
1) myart\W o %M”(
rp(t) = myl(t) - mm(t)-

Tovabbi kérdés, hogy van-e fizikai jelentése az y; (t) és y2(¢) linedrkombinacioknak? A (7) egyenletekbdl leolvashato,
hogy

e ha yi(t) # 0 és ya(t) = 0, a két test kitérése minden idépillanatban megegyezik, igy a testek rezgés nélkiil tisztan
halad6o mozgast végeznek. Az yy(t) tehat a testek egyenletes haladd mozgasat irja le.

e ha yo(t) # 0és yi(t) = 0, a két test kitérése minden id6pillanatban ellentétes irdnyt, nagysaguk pedig forditottan
aranyos a gyongyok tomegével, igy ebben az esetben a rendszer tomegkozéppontja all. yo(t) a gyongyck egymashoz
viszonyitott rezgémozgasat irja le.

Most térjiink vissza a konkrét példank megoldasahoz! Az éltalanos megoldasokat illeszteniink kell a kezdeti felté-
telekhez. Kezdetben mindkét gyongy elmozdulasa zérus, tehat x,,(0) = xp(0) = 0, azaz a rezgés kezd6fazisa nulla.
Az inditas pillanatdban az m tomegt test sebessége vg, az M témegd test pedig all, igy @,,(0) = vo és £,(0) = 0. (6)
felhasznalasaval 41 (0) =V = vy és 92(0) = vg adodik. Az y;(t) és y2(t) linedrkombinéciok idsfiiggése tehat:

Y1 (t) = ’Uot,
(8) ya(t) = % sin(wat).

Ezeket beirva a (7) egyenletekbe:

M
vot + il sin(wat),

T = M m+ M w

m . m vy in (o)
Ty = vot — — sin(wat).
M=y m° m~+ M wy 2

Végiil tehat el6zetes varakozasainknak megfelel6 eredményt kaptunk: a testek olyan Osszetett mozgast végeznek,
melyben a rendszer tomegkozéppontja (az impulzusmegmaradas értelmében) vom/(m + M) sebességgel egyenletesen
halad, valamint a testek wo korfrekvenciaval rezegnek a tomegkozéppont koriil. Ha az m/M tomegarany nagyon kicsi,
akkor az M tomegd gyongy lényegében allonak tekinthetd és az m tomegt test mozgasara visszakapjuk az 1. példa
eredményeit.

Harom, rugdéval 6sszek6tott tomegpont mozgasa

Az el6bb megismert médszert alkalmazzuk most harom testbdl és két rugdbol all6 rendszer rezgéseinek lefraséra.
Legyen a konkrét feladat a kovetkeza:

3. példa. Egy egyenes, hosszi, vizszintes, merev huzalra hdrom azonos m tomegd gyongy van felfizve. A kozépsd
qyongyot eqy-egy D direkcids ereji, egyforma hiizé-nyomd rugd kapcesolja a két szélséhoz (3. abra). A kezdetben dlls
rendszert a bal szélsé gyongynek adott vy kezdeti sebességgel elinditjuk. Irjuk le a mozgdst! (A gyongyok surloddasmen-
tesen csiszhatnak o huzalon.)
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8. dbra

Megoldas. Jeldljiik a bal széls6 gytngy elmozdulasat x1-gyel, a kdzépsGét xo-vel, a jobb széls6ét pedig xs-mal!l Az
egyes rugok megnytlasa xo — x1 és 3 — x2, igy a harom gyongyre a mozgasegyenletek:

mi‘l :D(l‘g —$1)7
(9) mfc'g = 7D (iCQ 7$1)+D(”JZ'37£L'2),
m{.ﬁg =-D (.’Eg — .’L‘Q) .

Bevezetve az wyg = v/ D/m jeldlést és rendezve:

1 = w§ (X2 —21)
(10) To =w
'123 = W
Ezek az egyenletek (akarcsak a két testbol allo rendszernél) most sem hasonlitanak a szokasos harmonikus rezgés
mozgasegyenletére, de latni fogjuk, hogy az x1, zo és x3 koordinatdkbol megfelels linearis kombinécioval most is

kikeverhetd olyan y(t) mennyiség (nem is egy, hanem harom), melynek idébeli valtozasat a harmonikus rezgés (1)
egyenlete irja le. Keressiik tehédt azokat az o és 3 egyiitthatokat, melyekkel az

(11) y(t) = z1(t) + axa(t) + Bas(t)

moédon az eredeti koordindtakbol képzett linearis kombinécié id6fiiggése harmonikus, azaz teljesiti az

(12) jt) = —wy(1)

egyenletet. Ehhez szorozzuk meg a (10) osszefliggések koziil a masodikat a-val, a harmadikat pedig -val, majd adjuk
Ossze az egyenleteket!

fi’l + OZSEQ + ﬁ(Lg = wg ((.’EQ — .’El) + « (.’El — 2.%2 +.’E3) —+ ﬁ (.’EQ — $3)) .
Rendezve:
B+ aidy + Bz =wd (@ —1)x + (1 —2a+ B)zs + (o — B) x3).
Lathato, hogy ha o = 5 = 1, akkor az egyenlet jobb oldala eltiinik, azaz a koordinatak

yl(t) = Il?l(t) + .Tz(t) + Id(t)

linearkombinéaci6ja egy w; = 0 korfrekvenciaja
g1(t) =0
alaku ,rezgési egyenletet” elégit ki. Ez azt jelenti, hogy az vy (t) mennyiség az id6 fiiggvényében egyenletesen valtozik,
azaz
yi(t) = 11 (0) + V1,

oldasahoz, latni fogjuk, hogy ez a linedarkombinacié irja le a rendszer témegkozéppontjanak mozgasat.
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy « # 1! Azért, hogy a (12) egyenlettel azonos alaku idsfiiggést kapjunk, végezziik
el a kovetkezs kiemelést:

. . . 1—-2a+ o —
(13) 1+ als + Bis = — (1 — «) w% (xl + ﬁl‘g + ﬁx3> .
N——— N——— a—1 a—1
i(t) w?

y(t)

Innen leolvashat6, hogy a harmonikus id6fligges teljesiiléséhez az egyiitthatok kozott a kdvetkezs Gsszefiiggéseknek kell
fennalniuk:

1-2a+8
o= —-
a—1

(14)



a korfrekvencia pedig (13) szerint
(15) w=wyvV1—a.
A (14) egyenletrendszer igy is irhato:
(a+2)(a—1)=p8-1, a(f—-1)=0.
Ennek két megoldasa van:
a=0, [f=-1;
a=-2, =1
A korabban talalt y;(¢) mellett megkaptuk tehdt az x1, w2, x3 koordinatak tovabbi két olyan linearkombinaciojat,

amelyek az id6ben (12) szerint harmonikusan valtoznak. Tehat a harom fiiggetlen linearkombinécio (és a nekik megfelels
rezgési frekvencia) a kovetkezo:

y1(t) = z1(t) + 22(t) + 23(1), w; =0,
(16) y2(t) = z1(t) — z3(1), wa = wo,
yg(t) = Il(t) — QIQ(t) —+ I’g(t), w3 = \/5&]0.

Ezek iddfiiggése pedig:

y1(t) = y1(0) + Vt,
(17) Ya(t) = Agsin (wat + ¢2)
y3(t) = Assin (wst + p3) .

Az y1(0) és V értéke, az Az, Az amplitudok és a ¢q, 3 kezddfazisok a kezdeti feltételekbdl (azaz a kiindulé koor-
dinatakbol és sebességekbdl) hatarozhatok meg. A feladatunk most is az x1(t), x2(t) és x3(t) kitérés-ids fiiggvények
meghatarozasa. A (16) egyenlet alapjan ezek kifejezhetSk az ismert idéfiiggesd y1(t), ya2(t), ys3(t) mennyiségekkel:

ni(t) = %yl(t) - %yz(t) + 20,
(18) ra(t) = Syi(t) — Zys(t),
? ? 1
z3(t) = gyl(t) - iyz(t) + gys(t)-

A ket testbdl allé rendszerhez hasonléan konnyen kiderithetjiik, hogy mi az y;(t) (¢ = 1,2,3) linedrkombinaciok
fizikai jelentése (4. dbra). A (18) Gsszefliggésbdl lathato, hogy ha

e yi(t) # 0 és ya(t) = ys(t) =0, akkor x1(t) = z2(t) = x3(t), azaz mindharom test kitérése megegyezik: ilyenkor a
rendszer nem rezeg, ez a linedrkombinacié a tisztan halad6é mozgast irja le.

o yo(t) £ 0ésyi(t) = ys(t) =0, akkor x1(t) = —x5(¢) és x2(t) = 0, vagyis az y2(t) linedrkombinacié olyan ,lélegzs’
mozgasformét ir le, melyben a kozépsé test all, a két szélss test kitérése pedig minden idSpillanatban ellentétes,
egyenls nagysagu. A rendszer témegkozéppontja ilyenkor all.

1
o y3(t) # 0 és y1(t) = ya2(t) = 0, akkor x1(t) = z3(t) = *iiﬂg(t), ami olyan ,tili-toli” mozgasformat jelent, hogy

a két széls6 test kitérése minden idGpillanatban megegyezik, a kozéps6 pedig veliik ellentétesen, kétszer akkora
kitéréssel mozog. A tomegkozéppont ebben az esetben sem mozog.

y1(t) #0, ya(t) = 0, y3(t) = 0
ya(t) # 0, y1(t) =0, y3(t) =0

yg(t) 7& 0, yl(t) =0, yQ(f) =0




4. dbra. Az y;(t) (i = 1,2,3) linedrkombinéciok fizikai jelentésének szemléltetése:
y1(t) az egyenletes mozgast (a), y2(t) a likteté mozgast (b), ys(t) pedig a ,tili-toli” mozgast (c) irja le. A rendszer mozgasa e
harom mozgasforma kezddsfeltételektsl fiiggd, megfelel aranyt szuperpozicidjaként (keverékeként) allithat6 el

Hatra van még a konkrét példank megoldasa, azaz a (18) altalanos megoldasok illesztése a kezdeti feltételekhez.
Kezdetben mindarom test egyensilyi helyzetben volt, igy x1(0) = 22(0) = 25(0) = 0. Csak a bal oldali testet 16ktiik
meg vy kezdGsebességgel, igy ©1(0) = wvg, £2(0) = @5(0) = 0. Ezekbdl és a (16) egyenletekbdl kivetkezik, hogy
y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0 (azaz w2 = p3 = 0) és y1(0) = 92(0) = ¥3(0) = vo. A (17) Osszefliggéseket figyelembe véve
VY = v, Asws = v, Asws = vg. A testek mozgasat leird egyenletek tehat:

1 1wy .
x1(t) = gvot + iw—z sin(wot) + G \fwo sin(v/3wot),
1
t) = —vpt — t
(19) x2(t) zl))vo 3 \[wo sm(\[wo ),
Vo
t —vot — = — t t
x3(t) = ot — 5 o sin(wot) + 6 \[wo sin(v/3wot).

Az egyes gyongyok elmozduldsat abrazolhatjuk az idé fiiggvényében, ahogy azt az 5. dbra mutatja az y;(t) linear-
kombinaciok idéfliggésével egyiitt.

Tr1 (t) ﬂ?z(t) xs3 (t)
20010 T 20010 T
voTot voloT volot
1 1 1 1 t 1 1 1 1 t t t 1 1 t
To 2170 310 4T) To 270 3To 47To To 210 3Tp 4To
y1(t) y2(t) y3(t)
Vo 1w
we | 3 wo
4’UOTo 1 o \/_
200710 - t
To
To 9T, 3, 4T _ ~ 1wy
0 0 0 0 0 T 3 oo
5. dbra.

Els6 sor: A harom test x; (¢ = 1,2, 3) kitérése az id§ fiiggvényében.
Mdsodik sor: az xz;(t) kitérésekbol képzett y;(t) linearkombinaciok.

Az idst To = il egységekben meértiik
wo

Altalanos kévetkeztetések

Az el6ziekben lattuk, hogy a két és harom testbdl allé rendszerek egyenes mentén térténd (egydimenzids) rez-
géseinél az egyes testek xl( ) koordinatainak idéfliggését leir6 egyenletek altaldban nem hasonlitanak az egyszeri
harmonikus rezgémozgas egyenletére, de a koordinatdkbol megfelels linedrkombinécio képzésével elGallithatok olyan
yi(t) mennyiségek, melyek mar az idében harmonikusan (egy jellemzg korfrekvencidval tisztan szinuszosan) valtoznak.
Az y;(t) linearkombinaciok pontos id6fiiggése a rendszer kezddfeltételeinek (kezdeti kitérések és sebességek) ismereté-
ben meghatarozhaté, majd abbol az egyes testek elmozdulasainak z;(t) értéke is megallapithato.



Az eljaras altalanosithatoé nagyobb rendszerekre is. Alljon a rendszeriink N tetsz6leges tomegt pontszert testbél,
melyek egy egyenes mentén mozoghatnak, és a kissék Ossze a testeket (akar kiilonbozs erdsségii) rugok! Ha az i-edik
test kitérését x;(t)-vel jeloljiik, a rendszer mozgéasa a kovetkezs recepttel irhaté le:

1. Felirjuk a rendszer Osszes elemének mozgasegyenletét, azaz minden ¢ = 1,2, ..N-re egy
N
Ei(t) = mw(t)
j=1

alakt egyenletet (itt az n; egyiitthatokat a rugok direkcios ereje és a testek tomegei hatérozzak meg).

2. Megkeressiik azokat az oy, aq, ..., an egylitthatokat, melyekkel a testek kitéréseib6l képzett
N
y(t) =Y aj;(t)
j=1

linedrkombinéciok egy harmonikus rezgémozgés
i(t) = —wy(t)

egyenletét elégitik ki alkalmas w korfrekvencidval. Altalaban N kiilénb6z6 ilyen y;(t) linedrkombinéciot fogunk
talalni (ahol ¢ = 1,2,...,N). Ezekbdl egy kombinaciéhoz mindig zérus korfrekvencia tartozik, ez irja le az
egyenletesen haladé mozgast.

3. Az y;(t) linedrkombinaciokra vonatkozé rezgési egyenleteket megoldjuk és a megoldasokat illesztjiik a kezdeti
feltételekhez (kezddsebességek és kezdeti koordinatak).

4. Végiil az egyes testek x;(t) koordinatait kifejezziik az y;(t) mennyiségekkel.

Az y;(t) mennyiségeket, vagy altalanosabban fogalmazva a rendszer eredeti koordinatainak olyan linedrkombina-
cioit, amelyek idofiiggése tisztan harmonikus (azaz az idének egyetlen, adott korfrekvenciaju szinuszos fiiggvényével
irhato le), normdlkoordindtiknak, a nekik megfelel§ w; korfrekvencidkat pedig a rendszer sajdt(kor)frekvencidinak ne-
vezziik. Az olyan mozgasforméakat, melyekben egyetlen normalkoordinéta kivételével mindegyik zérus, sajdtrezgésnek
vagy normdlrezgésnek nevezziik. Példaul 3. példaban szereplé gyongyok az egyenletes, a liktets és a tili-toli moz-
gasban sajatrezgéseket végeznek. Minden sajatrezgéshez tartozik egy amplitido-konfiguracio (a 3. példaban a harom
sajatrezgéshez az amplitudok 1:1:1,1:0:1és 1:(—2): 1 ardnya tartozott), ezeket normdlmddusoknak nevezziik.

Vigh Maté



